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Aufgabe 1: Das elektrostatische Potential zwischen zwei Punktladungen ), und

Q@-, die sich an den Orten 7 bzw. ¥ befinden. ist durch

_ Q@

EES

V()

gegeben.

a) Zeigen Sie, dass

wobei .
&(z.h) = (1 - 2zh = h?) 2 =" h! Pi(z)
1=0
die erzeugende Funktion fiir Legendre-Polynome ist. Ohne Einschrinkung
der Allgemcinheit wird angenommen, dass r’ = |7} > 7 = |F]. Ferner
ist  der Winkel zwischen ™ und 7 (77 - ¥ = r' 7 cos(6)).
Hinweis: Driicken Sie |[r” — 7| durch r. 7" und cos(0) aus (Jd[* = d-a).
(3 Punkte)
b) Mit Hilfe der in a) angefithrten Zusammenhinge gelangen Sie zu der
Multipolentwicklung

V() = Z Vi(r.7") Pi(cos(6))

1=0

des elektrostatischen Potentials. Wic sieht Vi(r,7’) aus? (2 Punkte)



Aufgabe 2: Der Kern einer temperierten Distribution f, sei durch

ﬁ lz] < a
Jolz) =
0 lz] > a

(mit ¢ > 0) gegeben,

a) Zeigen Sie, dass die distribulionelle Ableitung von f, durch

gegeben ist, wobei d,, fiir das Dirac’sche Deltafunktional steht.
Hinweis: Fiir eine Distribution F ist die distributionelle Ableitung
dnrch (F', @) = —(F, ¢/) definiert, wobei ¢ eine beliebige Testfunktion
(aus dem Schwartz-Raum) ist.

(3 Punkte)

¥ =y (im Sinn von Distributionen).

b) Zeigen Sie, dass lmg, g f! = 30
Hinweis: Eine Folge von Distributionen (F,)nen konvergiert genau
dann gegen eine Distribution F, wenn lima_,o{F,, @) = (F,¢) fiir
beliebige @ aus dem Testfunktionenraum.

(2 Punkte)

Aufgabe 3: Kugelflichenfunktionen Y;™(6, ) sind simultane Eigenfunktionen
des Quadrats des Drehimpulsoperators

a1 O (O 1 &
=S (“111(")99) an(0) 02

zum Eigenwert [({ + 1) (d.h. L2V = [({ + 1)¥/™) und der z-Komponente
des Drehimpulsoperators

B= %2
O
zum Eigenwert m (d.h. L,Y" = mY;™). Gegeben sei nun die Kugelflichen-

funktion .
f(8,¢) = Ce*? cos(@) sin(8) ,

wobei (7 eine geeiguete Normierungskonstante ist.

a) Zeigen Sie, dass f(f, ) eine Eigenfunktion von L, ist. Was ist der

zugehorige Eigenwert m? (1 Punkt)
b) Zeigen Sie, dass f(0,¢) eine Eigenfunktion von L2 ist. Was ist der
Eigenwert [(/ + 1) bzw. was ist daun 17 (3 Punkte)
oLl
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Aufgabe 4: Betrachten Sie die Laplacegleichung auf einer Kreisscheibe (in Po-
larkoordinaten)

Pulr, d) 1du(r, o) . lr’)"?t(r. &) _

0, 0<p<2nr., 0<r<rg.
at o 0 = e

a) Mittels Separationsansatz u(r, ¢) = R(r)®(¢) findet man fir ®(o) die
(gewthnliche) Differenzialgleichung

L2 | y2p(9) = 0.
Jfr,“f'
Wie sieht die Differenzialgleichung fiir R(r) aus? (1 Punkt)

s

Wie sieht die allgemeine, reelle Losung der DGL fiir ®(¢) aus und
welche Einschriankungen fiir A ergeben sich aus der Periodizitétsbe-
dingung ®(4) = ®(¢ + 27)?

(1 Punkt)
c) Wie sieht die allgemeine, reelle und bei » = 0 beschrinkte Losung
der (Euler’schen) DGL fiir R(r) aus?
Hinweis: Ansatz R(r) = Cr* mit zu bestimmendem a.

(1 Punkt)

d) Wenn Sie iiber die erlaubten Werte von A summieren, nimmt die all-
gemeine Gesamtlosung die Form einer Fourierreihe an:

o0

20 + Z (An(r) cos(ng) + B, (r) sin(ng)) .

n=1

4

u(r, ¢) =

Wie miissen die An(r) und B,(r) gewihlt werden, damit die Rand-
bedingung u(ro, @) = f(¢) erfiillt wird? Wie sieht. die r-Abhingigkeit
a

von A,(r) und B, (r) aus? (3 Punkte)

Viel Gliick!



