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Versuchen Sie die nachfolgenden Fragen (unter Verwendung der mathematischen
Schreibweise) so kurz und prézise wie moglich zu beantworten und keine Romane
zu schreiben!

Aufgabe 1: (Hilbertraume) # sei ein komplexer Vektorraum, auf dem ein
Skalarprodukt (.,.) definiert ist.

a) Wie ist die Norm ||z||, x € H, definiert, die durch das Skalarprodukt
induziert wird?

b) Nennen Sie ein Beispiel fiir einen oo-dimensionalen Hilbertraum und
das zugehorige Skalarprodukt.

¢) Was muss man tun, um aus dem Vektorraum C|a, b] der stetigen, kom-
plexwertigen Funktionen auf dem Intervall [a, b], ausgestattet mit dem

Skalarprodukt (f, g) = fab dx f*(x)g(x), einen Hilbertraum zu machen
und bel welchem Hilbertraum landet man dann?

d) Was bedeutet es, wenn ein Hilbertraum “separabel” ist?

e) Kennt man in einem separablen Hilbertraum H eine Orthonormalbasis
B ={ej, ez, e3,...}, so lassen sich beliebige f € H in der Form
[ =>72, a;e; ausdriicken. Wie berechnet man die Koeffizienten «;?

f) Was besagen die beiden Parseval’schen Identitéten?

(8 Punkte)

Aufgabe 2: (Fourierreihen)

a) Wie lasst sich die Tatsache, dass eine Funktion f : R — C periodisch
mit Periodenldnge L ist, mathematisch am einfachsten formulieren?

b) Es sei nun f € L*[—7, 7].Wie sieht die reelle Form der Fourierreihe
von f aus und wie berechnet man die Fourierkoeffizienten a,, und b,,?

c¢) Inwelchem Sinn konvergiert die Fourierreihe gegen f, wenn f € L*[—7, 7]?
Erkldren Sie diesen Konvergenzbegriff néher.

d) Was besagt die 1. Parseval’sche Identitéit iiber den Zusammenhang
zwischen ||f|| und den Fourierkoeffizienten a; und b;?

e) Welche Einschrénkungen gelten fiir die Fourierkoeffizienten a,,, by,
wenn f eine rein reelle bzw. cine rein imagindre Funktion ist? Be-
griinden Sie Thre Antwort.

(7 Punkte)



Aufgabe 3: (Integraltransformationen)

a) Wie ist die Fouriertransformation fiir cine Funktion f € L'(R?®) defi-
niert? Beachten Sie, dass hier f : & € R — f(%) € R eine Funktion
ist, die von 3 Variablen & = (x1, 29, x3) abhéngt!

b) Sei nun f € L'(R3?) und Af € L'(R3), wobei A der Laplaceoperator
ist. Wie sieht die Fouriertransformation von A f aus?

¢) Fiir welchen Unterraum von L'(R) stellt die Fouriertransformation ei-
ne bijektive Abbildung dar? Was sind die definicrenden Eigenschaften
dieses Unterraums? Geben Sie ecin Beispiel fiir eine Funktion, dic in
diesem Raum liegt.

d) Wie sieht das (beidseitige) Faltungsintegral (fi* f2)(z) aus und welcher
Zusammenhang besteht zwischen der Fouriertransformation des Fal-
tungsintegrals F'T'( f* f2)(p) und den Fouriertransformationen FT'(f;)(p)
der einzelnen Funktionen?

(8 Punkte)

Aufgabe 4: (Funktionale und Distributionen)
V' sei ein Vektorraum iiber dem Skalarenkorper K.

a) Was ist ein lineares Funktional auf V', was der (algebraische) Dualraum
von V7?7

b) H' sei der Raum der stetigen linearen Funktionale auf einem Hil-
bertraum H. Wie héngt dieser Raum mit H zusammen (Stichwort:
Darstellungssatz von Riesz-Frechét)?

¢) Ordnen Sie die Testfunktionenrdume & = C*(R), D = C3*(R) und
S = S(R) vom kleinsten bis zum grofiten (Teilmengenrelation).

d) Ordnen Sie die Dualrdume &', D', S’ der obigen Rédume vom kleinsten
bis zum grofiten.

e) Was ist eine Distribution?

f) Wie wirkt die zweifache Ableitung der Heavisidedistribution ¢ (die
Heavisidefunktion 6(z — xg) ist Kern von 6,,) auf eine Testfunktion
»€D?

(8 Punkte)



