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Versuchen Sie die nachfolgenden Fragen (unter Verwendung der mathematischen
Schreibweise) so kurz und prizise wie méglich zu beantworten und keine Romane
zu schreiben!

Frage 1: (Hilbertriume) # sei ein komplexer Vektorraum, auf dem ein Ska-
larprodukt (...) definiert ist.

v~ &) Welche zusiitzliche Eigenschaft macht diesen Innenproduktraum zu
einem Hilbertraum und was bedeutet diese Eigenschaft?
Geben Sie ein Beispiel fiir einen Vektorraum mit Skalarprodukt, der
kein Hilbertraum ist. Fithren Sie das Skalarprodukt explizit an.
c) Wie konnen Sie die Tatsache. dass B = {b;,b,...} € H ein Ortho-
normalsystem darstellt mathematisch kurz und biindig hinschreiben?

F@Gﬁb&n Sie zumindest 2 (aguivalente) Kriterien dafiir an, dass ein Or-
thonormalsvstem 8 C H anch cine Orthononnalbasis von H darstellt.
\#) Wie sieht die Orthogonalbasis von L*[—n, 7] aus, die zur iiblichen re-
ellen Form der Fourierreihe fiihrt?
41 Wie sieht die reelle Form der Fourierreihe fiir Funktionen f € L?[—, ]
aus, wie bestimmt man die Koeffizienten und was kénnen Sie iiber die
Konvergenz der Reihe sagen, wenn f € L3[—n, n|?

(8 Punkte)

Frage 2: (Fouriertransformation)

e/ Wie ist die Fouriertransformation fiir eine Funktion f € L'(R) defi-
niert?

AT Sei nun f € L'(R) und f' € L'(R), wobei f'(z) = 4= Wie sieht dic
Fouriertransformation von f' aus?
Fiir welchen Unterranm von L'(R) stellt die Fouriertransformat :In:I
gne bijektive Abbaldung dar? Was zoichinet diescn Unterraum ans

_aLs Wie sieht das {hl-irlm'lllgl') Falt ungsintegral Ul‘ fa)(ir ) ans und welcher
Zusammenhang besteht zwischen der Fouriertransformation des Fal-
tungsintegrals FT'(f,+f,)(p) und den Fouriertransformationen FT'(f;)(p)

der der einzelnen Funktionen?
(5 Punkte)



Frage 3: (Funktionale und Distributionen)
V sei ein Vektorraum tiber dem Skalarenkdrper K.

xf Was ist ein Funktional?

~~ b) Distributionen sind spezielle Funktionale. Auf welchem Vektorraum
sind Distributionen definiert und welche beiden Forderung miissen sie

erfiillen?
~n» ©) Was ist eine regulire Distribution und was versteht man unter dem
“Kern" einer reguldren Distribution?
@) Wie ist die Ableitung einer (nicht notwendigerweise reguliiren) Distri-
bution definiert?

<) Der Kern der Stufenfunktion 8,, ist 8(z — zo). Was ist der Kern der
Ableitung der Stufenfunktion ¢} ? Begriinden Sie Ihre Antwort.

= @Wic— ;st die Fouriertransformation einer Distribution allgemein defi-
niert ?

‘/ 9 Wie sieht der Kern der Fouriertransformierten von 4, aus?
(9 Punkte)

Frage 4: (Orthogonale Funktionensysteme) Kugelfiichenfunktionen ¥;™(8, ¢)
stellen fiir quadratintegrierbare Funktionen auf der Oberfliéiche der Einheits-
kugel L*(5%) ein Orthonormalsystem dar.

«‘/ Wie lautet die Orthonormalititsrelation?
%/ Die Entwicklung einer beliebigen Funktion f € L?(5?) nach Kugel-
flichenfunktionen lautet

o ]
10.6)=3 3" fmY™(6,¢)
=0 m=-=|
Wie berechnet man die Entwicklungskocflinzienten fi,,?
.z' ¢) Benutzen Sie das Ergebnis aus b), um die “Zerlegung der Einheit”

AL o = v g
Y3 v o) =
(=0 m=—I

2u beweisen, indem Sie f(6, ¢) = (6 — #)5(¢ — ¢) setzen.

(4 Punkte)



Frage 5: (Lineare Operatoren) Ein linearer (Jperator A = (D.A) in einem
(komplexen) Hilbertraum % ist ein lineare Abbildungen A:DCH-H

&3 Wann ist A ein beschrénkter Operator?
(&) Was konnen Sie iiber den Definitionsbereich eines beschrinkten linea-
ren Operators sagen?
¢(5) Nennen Sie 2 Klassen vom beschrinkten linearen Operatoren. Was
sind ihre definierenden Eigenschaften?
\J/ Wann ist ein beschrénkter linearer Operator symmetrisch? Ist er auch
automatisch selbstadjungiert?
~. €) Wie wiirden Sie die Exponentialfunktion exp(A) eines beschriinkten
linearen Operators definieren (und berechnen)?
&Y Was verstelt man unter der Resolventenmenge p(A) eines linearen
Operators A = (D, A), was unter seinem Spektrum o(A)?

(7 Punkte)

Frage 6: (Partielle Differenzialgleichungen) Die allgemeinste semilineare
partielle DGL 2. Ordnung in 2 Variablen lasst sich in der Form

A(Z, Y)tze(Z: ¥)+2B(Z, Yty () +C (2, Yt (7, V) + F (2, ¥, Uy, w) = 0

schreiben.
1 a) Welche Einschrinkungen miissen die Koeffizienten A, B und C erfiillen,
* " damit diese DGL elliptisch, parabolisch bzw. hyperbolisch ist?
_4{1 Geben Sie ein méglichst einfaches Beispiel fiir eine lineare parabolische
DGL 2. Ordnung?
-/1' Auf welche Gleichungen fiihrt die Separation der Variablen, wenn Sie
diese auf Thr Beispiel aus Punkt b) anwenden?

e d) Eine allgemeine Losung der Wellengleichung

(.;;: . a’_;‘%) u(z,t) =0 ist u(r,t)=p(z+at)+¥(z - at),

wobei ¢(z) und y(z) 2-mal stetig differenzierbare Funktionen des Ar-
guments z sein sollen. Wie miissen ¢ und ¢ gewihlt werden, damit
die Anfangsbedingungen u(z,0) = f(z) und 8u(z,0)/8t = 0 gel-
ten? Wie siebt u(z,t) aus?

(7 Punkte)
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