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gl:;i Tegf:hen r-'lei' N{a&w m bewege sich im Kraftfeld F(r)=—ar, 50, 1 = ze, +ye, + ze,.
Kdgeé' lese fkr:aft 18t konservatiy. Berechne das zugehorige Potential. Lose in kartesischen
ordinaten die Newtonsclien BEWBgUﬂnglﬂiChungen fiir die Anfangsbedingungen r(0) =

go:,. !‘(0) = A 'Veriﬁziere mithilfe der gefundenen Losung (in Vektorschreibweise) explizit,
A die Energie, £ = T+ U (kinetische plus potentielle), und der Drehimpuls, L = mr x r,
wahrend der Bewegung erhalten sind, dh. Energie und Drehimpuls sind Konstante der

BCW@EUHE- Was folgt aus dor Erhalt-ung des Drehimpulses fiir die Geomietrie der Bewegung?

Aufgabe 2. (35 Pkte)

Eine Perle der Masse m gleite reibungsfrei auf einem
vertikal stehenden Ring vom Radius R. Der Ring ro-
tiere mit konstanter Win-lks-:lgczﬁch\-vindigkeit W um sei-
nen Durchmesser im homogenen Schwerefeld ge.. Wie
lauten die Zwangsbedingungen, Wie lauten die Lagran-
gegleichungen 2. Art? Lose die Bewegungsgleic_:l‘mngtm
fir kleine Ansschliage # zur Anfangsbedingung 6(0) =0
(sin¥ = 0, cost =~ 1. Wann wird die linearisierte

Losung instabil?

Aufgabe 3. (35 Pkte)

Zwei gleiche Pendel der Masse m und Lange [ sind durch

eme masselose, ideale Feder mit Federkonstante & ver- _ Y —
bunden und bewegen sich in einer vertikalen Ebene im o A
Schwerefeld der Erde. Die ungestreckte Linge a der Fe- | e ) _I___ul |
der ist gleich dem Abstand der A 1.1ﬂl£i.11.;3§e::punktﬁ der i ! ""'-_'-.:"-‘;
Pendel. Berechnc': die kinetische Energie T und die po- g || g

E 14 o 41 ‘odeor .‘/“:: 'Yv#—
tentielle Energie von Gravitation und Feder 7 = U -

Up in kartesischen Koordinaten xy, yy, 22, 2. P-“.h_“f dl;-f
vorallgemeinerten Koordinaten ¢y, emn und ‘fi.l'UG_K_@'-...

' =i W e 4 -.-'*.'_\ - ST Ml [
und 7 durch diese aus. Nihere die potentielle Energie

[/ bis zur quadratischen Ordnuug, also hm ghgvitaiven . ;* m
L 76 co8 @y 0 = 1 —402 und im Anteil der Feder i
Anteil setze cos @y 0 = L — 597, ubk his e

_ UL L alkom en, das heiBt setze
vernachligsige die ngkd_likemppnanten,...i__. i e
icon .~ cong) ~ 1~ + %) = 0 nd o) e
fiir die Horizontalkomponenten. Hinweist 6. ’(‘Pﬂ a 5
lautet die augehrige Lagrangefunktion in den yerallgorn
die Bewegungsgleichungen fiir die gekoppelten Schwing:

‘die Bewegt
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Aufgabe 1. (30 Pkte)

Eine Perle gleite reibungsfrei auf einem parabelformig gebo-
genen Draht z = a2, der mit konstanter Winkelgeschwindig-
keit ¢ = w um die z-Achse rotiert im homogenen Gravitati-
onsfeld g.

i) Wie lauten die Zwangsbedingungen g,, g» in Zylinderkoor-
dinaten (r,p, z,t) (2 Punkte)?

ii) Stelle die Bewegungsgleichungen mithilfe der Lagrange-
Gleichungen erster Art auf (14 Punkte).

iii) Welche drei Krifte verursachen die Zwangskraft (9 Punk-
te)?

iv) Fiir welchen Wert w wirkt die Summe aus Gravitations- und Zentrifugalkraft genau
senkrecht zum Draht, dh. # =7 = 0 (5 Puukte)?

Aufgabe 2. (35 Pkte)

Eine Perle bewege sich reibungsfrei auf einem Ring, der sich
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ¢ = w um den Koor-
dinatenursprung dreht (kein Gravitationsfeld).
i) Bestimme den Zusammenhang zwischen kartesischen Ko-
ordinaten w,y und dem Winkel 9 (6 Punkte).
ii) Berechne die kinetische Energie 7" und zeige (10 Punkte)

Y

ma? |, N 2 :
T= 5 {wzqt <w+19) + 2w (w+19> cos19} .
iii) Berechne die Bewegungsgleichung fiir ¥ aus der Lagrangefunktion (5 Punkte).
iv) Berechne den zu 9 kanonisch konjugierten Impuls py (5 Punkte).

v) Wie lautet die zugehorige Hamiltonfunktion H (pg,d,t) (5 Punkte)?

vi) Wie lauten die Hamiltonschen Gleichungen (6 Punkte)?

vii) Welche Konstanten der Bewegung gibt es in diesem Problem (3 Punkte)?

Aufgabe 3. (15 Pkte)

Berechne den Trigheitstensor fiir einen homogenen Zylinder mit Massendichte p, Radius
R und Lénge L.

Aufgabe 4. (15 Pkte)

Mit welcher Geschwindigkeit relativ zum Inertialsystem muss ein Astronaut zum
nichstgelegenen Stern Proxima Centauri, 4.2 Lichtjahre entfernt, fliegen, damit seine Bord-
uhr bei der Ankunft 6 Monate anzeigt?
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Zwischenklausur aus Analytischer Mechanik Ubungen, 03.12.2013

Aufgabe 1: (Wegintegral)
2 2

Gegeben sei ein Ellipse L—2 + z—z = 1 mit den Halbachsen a und b. Finde eine geeignete
a

Parametrisierung und berechne die Arbeit W, die das Kraftfeld einer Feder F = k(rg — ),
befestigt im Brennpunkt der Ellipse ro = (va? — b2,0)7, bei Bewegung eines Teilchens ent-
lang dem Ellipsenbogen im ersten Quadranten von A nach B leistet. Verifiziere, dass das
entsprechende Wegintegral AOB zum gleichen Ergebnis fithrt. Welche allgemeine Vermu-
tung legt dies nahe?
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Aufgabe 2: (Elastischer Stof)

Gegeben seien die Massen m,, my und die Geschwindigkeiten v, vy zweier Teilchen im
Laborsystem. Berechne fiir einen zentralen elastischen Stof dieser Masseteilchen,

a) die Geschwindigkeit v* des Schwerpunktsystems, vF = v + v*,

b) die Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem vor und nach dem Stof aus Impuls- und
Energieerhaltung,

c) die Geschwindigkeiten im Laborsystem nach dem Stof durch Riicktransformation,

d) die Impulserhaltung im Laborsystem als Kontrolle.

Aufgabe 3: (Lagrangefunktion)

Bestimme die Lagrangefunktion fiir das Doppelpendel bestehend aus den Massen my,, my
und Pendellingen [}, I;. Wie lauten die Euler-Lagrange Gleichungen? Linearisiere die Glei-
chungen fiir kleine Winkel ¢, 5.
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